Chapitre 5 :

Suites et limites

Spécialité
Terminale

- Convergence et divergence d'une suite
- Limites et opérations

I Convergence d'une suite

a) Limite finie

- Limite d'une suite géométrique
- Théoréme de comparaison et des gendarmes

Définition : Une suite admet pour limite L si, pour tout réel a, tous les termes de cette
suite appartiennent a lintervalle ouvert JL-a;L+a] a partir d'un certain rang.

Une suite qui admet une limite finie est une suite convergente.
Une suite qui ne converge pas est une suite divergente.
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Exemple : La suite (un) de terme général : un= n+

a pour limite 1.

En effet, quelque soit le nombre a qu'on choisisse, on sera capable de trouver un rang
de la suite a partir duquel tous les termes seront dans l'intervalle ouvert [1-a;1+a].
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Proposition : Les suites de tfermes généraux — , =, ou N convergent vers O.
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Démonstration :  On consideére la suite définie par u, =~ pour tout n € N* et on

_ souhaite montrer que sa limite est O.
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~ Soit a € R’.. On se donne l'intervalle ]-a;a[ qui contient O.

On cherche donc a savoir s'il existe un rang a partir duquel tous les termes de la suite
(un) appartiennent a cet intervalle |-a;a] .
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On remarque que si n>=, alors —<a, c’est-a-dire un<a.
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Et comme 0<un , on en déduit finalement que si n>=, alors une |-a;a .
a

b) Limite infinie

Définition : Une suite admet pour limite +x si, pour tout réel A, tous les termes de
cette suite sont supérieurs a A a partir d'un certain rang.

De la méme maniére, une suite admet pour limite —o si, pour tout réel A, tous les termes
de cette suite sont inférieurs a A a partir d'un certain rang.

Exemple :  La suite (un) de terme général : u,=2n-3 a pour limite +x.

En effet, quelque soit le nombre A qu'on choisisse, on sera capable de trouver un rang
de la suite a partir duquel tous les termes seront supérieurs a A. Par exemple, si A vaut
22, alors on s'apergoit que tous les termes de la suite dont le rang dépasse 13 (c'est-a-
dire uis, U4, Us, Uz, etc.) sont supérieurs a A.
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Proposition : Les suites de termes généraux n, n2, n® ou v/n ont pour limite +o.

On dit également que les suites n, n2, n® ou /n divergent vers +w.




¢) Valeur seuil

On cherche a construire un algorithme qui nous permette de déterminer a partir de
quel rang la suite considérée dépassera une valeur seuil S préalablement fixée.

Ici, (un) est définie par la relation un= un+n pour tout n>0, et uo=1

En langage naturel :

CODE DE L' ALGORITHME :

1 VARIABLES

2 S EST_DU_TYPE NOMBRE

& U EST_DU_TYPE NOMBRE

4 n EST_DU_TYPE NOMBRE

5 DEBUT_ALGORITHME

6 LIRE S

7 U PREND_LA_VALEUR 1

8 n PREND_LA_VALEUR @

9 TANT_QUE (U<S) FAIRE
10 DEBUT_TANT_QUE

11 U PREND_LA_VALEUR U+n
12 n PREND_LA_VALEUR n+1
13 FIN_TANT_QUE

14 AFFICHER n

15 FIN_ALGORITHME
RESULTATS :

***Algorithme lancé***

Entrer S : 500

33

***Algorithme terminé***

En Python :

seuil(S):
u=1
n=0

hile u<S:
U=L-+n
n=n+1

print{nﬂ

onsole de processus distant Réinitialisé

Remarque : Certaines suites n'ont pas de limite. Par exemple la suite (sinn) n‘admet
pas de limite lorsque n tend vers +«. On dit également que (sinn) diverge.
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d) Opération sur les limites

Soit (un) et (vn) deux suites, et | et |’ deux réels. On a alors :

lim (un+vn) LE lim vo = £ lim vn = +oo
Ilm Un = —00 —00 —00 FI
lim un = / — N oo
lim un =+ FI. 400 400
lim (Un X vn) | limva=—o | limva= I/ lim va =0 lim Vi = +o0
—o0 Si Z' >0
Ilm Un = —00 400 F.I. —00
+00 Si Z' <0
-0 Si £>O +00 Si £>O
lim un = £¢ 0 ex 5’
+00 Si £<O 0 -0 Si £<O
lim un =0 F.I 0 0 F.I
—00 Si £'<O
lim un = +o0 —0 F.I. 400
+00 Si £'>O
lim (un/vn) limvn=—o0 | limwvn= D+ lim va =0 litm v = +o0
lim un = —o0 F.I. —00 OU 400 F.I. F.I.
lim un = £¢ 0 0 2/2’ F.I. 0
lim un =0 0 0 F.I 0
lim un = +o0 F.I. —o0 oU +o0 F.I. F.I.

F.I. signifie « Forme Indéterminée » ; ce n'est pas une réponse en soi | Pour
connditre la limite dans ces cas, il faudra continuer a chercher en utilisant
d'autres méthodes.
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Exemples de formes indéterminées :

Q) nlirpw(n—zﬁ)z lim (Jﬁ(Jﬁ—2))=+oo
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¢) lim " N RGN

N>+ N4+3 n—>+o0 ﬂ(1+3j

n

- o (\/n—3—\/n+1)(\/n—3+«/n+1)
D fim (V=g nel)= i = )

lim (V=3 -Vn+1)= lim ((n-3)~(n+1))

| _ 4
fm (=2 )= i e

lim (Jﬁ—ﬁ):O

n—+o0

Remarque : Le bon réflexe a avoir pour lever une indétermination est de chercher une
factorisation de maniere a simplifier ensuite par le facteur qui semble I'emporter.

e) Théorémes de comparaison et des gendarmes

Théoréme de comparaison: Soit (un) et (vn) deux suites, et n,un entier.
i) Si Un>Vn pour tout n>n, et si limv, =+ , alors limu, =+o.
N—+o0 N—+00

i)  Siun<vn pour fout n>n, etsi limv, =—0 ,alors limu, =—o.

N—>+o0 N—+o0

- Démonstration de i) :

> lim v, =400, donc pour tout A € R, il existe un rang n, a partir duquel tous les termes

7 N>+

de la suite (vn) sont supérieurs a A.
De plus, un>vn pour tout nxn,.

Donc en prenant le rang le plus grand entre n, et n,, on a bien :
Un>Vn > A pour tout n=max(n,;n,)

RN

C'est-a-dire lim un =+

Théoréeme des gendarmes: Soit (un), (vn) et (wn) trois suites.

Si u, <v, <w, a partir d'un certain rang et si limu, = lim w, =£,

N—>-+o0 nN—>+0

alors limyv, =£.

N—-+oo

Exemgle 1: Soit (e, ) la suite définie, pour tout entiern =1, par:
11n

€2~ Lsin(2n =7
1. Montrer que pour tout entiern =1, e, < —n?2.

2. En déduire la limite de la suite (¢,)).

—1 <sin(2n) <1

—4 < 4sin(2n) < 4
—11 <4sin(2n)—-7< -3



1 1 1
> —

—_—>—— 2 car la fonction « inverse » est décroissante sur ]—oo; 0[
-11 4sin(2n)-7 -3
2 2 2
11n > 11n > 11n
—-11 — 4sin(2n)-7 — -3
2
—n*>e, = 11:
Donc pour tout n>1, e,, < —n?
1. Onsaitque:
« pour tout n=>1, e, < —n®
e lim —n?=-o
n—-+oo
Donc d’aprés le théoréme de comparaison : lim e, = —
n-+oo
Exemple 2 : Soit (b,,) la suite définie, pour tout entier n = 4, par :
L 2n+(—1)"cos(n)
no 3—n
1. Pour tout entier n = 4, montrer que :
2= 2n+1
3-n 2@ 37~
2 : v 2= o 2]
2.a.Déeterminer ”111}11 3—7 et "l}_rlllxﬁ.
b. En déduire limb,.

1. —1<cos(n) <1
-1 < (=1D"cos(n) <1
2n—1<2n+ (—1)"cos(n) < 2n +1

2n—1>2n+(—1)"cos(n) >2n+1
3—n 3—n ~ 3—n

Donc par quotient : nlim o2

—>4+00 3—N

1
2n+1 _ #(2+)
3-n a1

Donc par quotient : nlim o2

—>4+00 3—N

b)Ona:

. 2n-1
e lim
n-+oo 3—n
. 2n+1
e lim =-2

n-+o 3—-n

°Vn24, 2n-1 > b >2n+1

3-n — T 3-n

Donc d'aprés le théoréme des gendarmes : lim b, = —2

n—-+oo

=2




IT. Limite d'une suite géométrique

Rappel: Une suite géométrique (un) de premier terme uoet de raison g0 est telle que
pour tout neEN on a : un=q"xUo

On a donc :

limu, = lim (q” ><u0)=u0 x lim g d'apreés la regle concernant la limite d'un produit.

N—+o0 Nn—>-+o0

Pour déterminer limu,, il suffit donc de connditre lim q".
nN—+o0

N—>+00

Propositions : i) Si g>1, alors : lim q" =+

ii) Si -1<q<1, alors: limqg"=0

iii) Si g<-1, alors la suite (g,) diverge.
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Démonstration de i) :

Si g>1 alors on peut poser g=1+a avec a>0.

Donc g"=(1+a)">1+na d'apres l'inégalité de Bernoulli démontrée en I.
Or: lim(1+na)=1+ lim (na)=-+w

n—>-+oo n—-+oo

Donc d'apreés le théoréme de comparaison de 2 suites (i), ona:

©lim (1+a)" = lim q" = +o0

Exemples :
a)  lim (—3xJ§”)=—3x lim 2" = —o car 2 >1
b)  lim (ljzn lim (lj 0 car -1<i<1
n—+o{ 2" n—+o{ 2 2
c) lim (-z)" n'existe pas car -z <-1. (On n'a méme pas le droit de I'écrire)

N—+o

ITI. Suites monotones

Définitions :

= Une suite monotone est une suite croissante ou bien décroissante.

= Une suite majorée (un) est une suite pour laquelle il existe un réel M (appelé un
majorant) tel que: VneN, u, <M

= Une suite minorée (un) est une suite pour laquelle il existe un réel m (appelé un
minorant) tel que: VneN, u,>m

= Une suite bornée (un) est une suite pour laquelle il existe deux réels met M tels que:
VneN, m <un<M

Théoreme : i) Une suite croissante majorée est convergente.
i)  Une suite décroissante minorée est convergente.

Exemple :  Soit (un) une suite telle que uo=1 et u,,, =/u, +1 .

a) Montrer par récurrence que (un) est croissante et bornée par O et 2.
b) Que peut-on en déduire quant a la nature de la suite (un) ?




Théoréme : i) Une suite croissante non majorée tend vers +w«.
i) Une suite décroissante non minorée tend vers —o.
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Démonstration de i) :

- Soit (un) une suite croissante et non majorée.

Fave

Comme (un) est non majorée, pour tout AER, il existe un rang k tel que : u, > A

Comme (un) est croissante, tous les termes suivants de la suite (un) sont supérieurs a A
Donc pour tout réel A, tous les termes de cette suite (un) sont supérieurs a A a partir
d'un certain rang.
Donc limu, =+

N—+oo

Proposition :
i) Une suite croissante qui a pour limite Za tous ses termes inférieurs af.

ii)  Une suite décroissante qui a pour limite 20 tous ses termes supérieurs af.
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Démonstration de i) :

Soit (un) une suite croissante telle que limu, = 5

N—-+o0

Nous allons raisonner par l'absurde :

Supposons qu'il existe un terme ux de cette suite tel que ux > £ Soit d la distance Uk-Z

“Onadlors: Vnxk, u, >u, > Z

~ Or a partir de ce rang k, aucun ferme de la suite n'appartient

a l'intervalle ] £-%;£+%[

Ceci est contradictoire avec le fait que limu, = 2

nN—+o0

2 Donc tous les termes de la suite sont inférieurs a f




